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3 Weitere Aspekte der statistischen Entscheidungstheorie

3.1 Bayes-Verfahren in der statistischen Entscheidungstheorie

3.1.1 Begrifllicher Hintergrund und ,,Erinnerungen®
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Proposition 3.1 (Allgemeines Theorem von Bayes)

Seien X und U zwei Zufallsvariablen mit  gemeinsamer
Wahrscheinlichkeitsfunktion  fx () bzw. Dichte fxp(-) (beziiglich
eines dominierenden o-finiten Mafles v ® M) und den bedingten
Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. bedingten Dichten fx(-|lu) und
fuix(+]z) (beziiglich v bzw. ).
Dann gilt:

fX\U(fE\U) - fulu)

fuix(ulz) = (o (3.2)

mit

Fyla) = / Frw(alu) - folu) dv(u) (3.3)
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Bem. 3.2

Bei stetigem U mit Dichte fiy(u) erhélt man also Proposition 3.1 mit
fx(x) = /fXU(m|u) - fu(u)du. (3.4)

Im Fall von diskreten Zufallsvariablen X und U — mit U als Trager von U
— ergibt sich

o = b |{X = o) = PAX = HHU = u}) - pRU = u})

p({X = })

p({X =2}) =) p({X =a}{U =u}) - p({U = u}).

uel

mit
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Bem. 3.3 (Normierungskonstante)

fx(x) aus (3.3) spielt die Rolle einer reinen Normierungskonstante, die
nicht von w abhéngt. Haufig reicht es daher, fx(x|u)- fr(u) zu berechnen.
Da man weif3, dass sich insgesamt eine Wahrscheinlichkeitsdichte ergeben
muss, kennt man implizit auch die Normierungskonstante.
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Bem. 3.4 (Def. Posteriori-Verteilung und erginzende Bem.)

Gegeben sel ein datengestiitztes Entscheidungsproblem
(A, 0,1(+)); (X,0(X),py(+)), wobei py(+) die Wahrscheinlichkeitsfunktion
bzw. Dichte fy(-) besitze, und eine Priori-Verteilung auf (©,0(0)) mit
Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 (-).

Dann heifit fir jedes z € X (vgl. (3.1)) mit c(x) als geeigneter
Normierungskonstante gemaf (3.3)

w(dx) = c(z) - fo(z)  w(V) < fy(x) - w(J) (3.5)
die Posteriori(-Verteilung) (von 1) gegeben x beziiglich der Priori ww(-).
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Stellt man sich eine ZufallsgroBe U ("Umwelt”, "Nature”) vor, die den
konkreten Wert ¥ bestimmt und interpretiert die Stichprobenverteilung
py(-) als bedingte Verteilung von X gegeben U, z.B. mit Dichte fx (x|
bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion p({X = z}|{U = 4J}),xz € X, so
entsteht (3.5) durch Anwenden der Proposition 3.1. Die Posteriori 7(d|x)
ist dann die Dichte (bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion) der bedingten

Verteilung von U gegeben X.
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Fiir die Normlerungskonstante ¢(x) gilt dann

c(z = fx(z / fX\U (x]d)m
im Falle von stetigem X und U, und bei diskretem X und U

?1@ — P({X =2}) = Z P{X = o}{U = 9;}) - 7({U = 9;})

Z (X =2 }{U = 0;}) - w(0;)

fx(x) und p({X = x}) nicht zu verwechseln mit den als bedingte
Verteilungen interpretierten fy(x) und py({X = x}), heilen (als Funktion
von x) priori-pradiktive Verteilung.



307

Analog gibt es auch eine posteriori-pradiktive Verteidlung, wenn man
in analoger Weise iiber die Posteriori-Verteilung herausintegriert bzw.
-summiert.

Dies ist dann die Wahrscheinlichkeitsverteilung der nachsten Beobachtung,
basierend auf dem aktuellen Wissensstand.
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Bem. 3.5 (Robuste Bayes-Analyse, Generalized Bayes Rule)

In der Situation von Bem. 3.4 kann man auch mit Priori-Credalmengen
M arbeiten. Dann heif3t

M., = {W('|37>

dr(-) € M : w(+|x) ist Posteriori-Verteilung (3.6)
von 9 gegeben = beziiglich 7'('()}

Posteriori-Credalmenge gegeben x beziiglich M. Man spricht dann von

einer robusten Bayes-Analyse; (3.7) wird dann oft als Generalized Bayes
Rule (GBR) bezeichnet.
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Bem. 3.6 (Bayes Postulat (nicht entscheidungstheoretisch))

Nach der Beobachtung der Stichprobe enthélt die (klassische) Posteriori-
Verteilung bzw. die Posteriori-Credalmenge die volle Information, d.h. sie
beschreibt das Wissen tiber den unbekannten Parameter vollstandig.

Alle statistischen Analysen haben sich ausschliefllich auf die Posteriori zu
stiitzen; daraut autbauend insbesondere Konstruktion von

e Bayesschen-Punktschitzungen: MPD-Schdatzer (Maximum Posteriori
Density-Schdtzer)

e Bayessche-Intervallschéatzung:  HPD-Intervalle (Highest posterior
density-Intervalle)

e Dayes-Tests
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Proposition 3.7 (Suffizienz und Posteriori-Verteilung)

Ist in der Situation von Bemerkung 3.4 T eine fiir ¥ suffiziente Statistik
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte gy(-), so héngt die Posteriori
m(¥|x) nur mehr iber t = T'(z) von x ab. Es gilt

m(0]x) o gy(t) - (V)

Bewels:
Geméf (3.5) ist

m(d]x) oc fy(x) - w(D)
wobei wegen der Suffizienz von T sich fy(x) schreiben lésst als
fo(x) = hx () - g9(t). Einsetzen liefert die Behauptung.
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Def. 3.8 (Erinnerung: Exponentialfamilien)

Sei (X, 0(X), (py)yeo) ein statistisches Modell mit © C RY.

® (py)yeco bildet eine (oder ist ein Mitglied der) g¢-parametrige(n)
Ezponentialfamilie in (11,...,T,) mit natirlichem Parameter
(c1(¥),...;cg(P)),  wenn sich die Dichte  fy(-) = fxyo()
beziiglich eines dominierenden o-finiten Mafles (also insbesondere
Dichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion) in die folgende Form bringen 14ft:
Mit t1 = T1<f), ...,tq L= Tq(f) 15t



312

e [nthilt © echt innere Punkte und sind 1,¢;(¥), co(¥), ..., ¢ (¥) und
1, Ti(x), Tr(z), ..., T,(x) (f-s.) jeweils linear unabhéngig, so spricht man
von einer strikt g-parametrigen Exponentialfamilie. (Der , natiirliche
Parameterraum* hat wirklich die Dimension q.)



313

3.1.2 Konjugierte Verteilungen, Bayes-Lernen

a) Ein Motivationsbeispiel
Bsp. 3.9 (Beta-Binomialmodell)

Absolutes Standardbeispiel

e Stichprobenmodell: Bernoulliverteilung (allgemein: Binomialverteilung)
zu1 Parameter ¢/

Py (1X; = i}) = 9(1 = 9)'

jetzt im Bayes Kontext als bedingte Verteilung schreiben (wieder mit
,Hiltsvariable™ U:

P <{XZ = :Cz} \ {U = 19}) — ﬂ.’lﬁi(l _ 19)““
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e gebrauchliche Priori-Verteilung:

Betaverteilung, gilt als sehr flexibel, zwei Parameter a > 0, b > 0
hier als Priori verwendet, Bezeichnung 7(+)

19&—1(1 . ﬁ)b—l
— B((I b) ) [[0,1](19)

Bl(a, b) ist eine reine Normierungskonstante.

()

Es gilt: |

a a —
Modus: >1.6>1
" odus Pt a :

Erwartungswert:
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Abbildung 1: Riiger, (1999) Test- und Schétztheorie I, Seite 193

2.4. BAYES-INFERENZ 103

2

P : P
Beta(2; 3)-Verteilung Beta(5; 4)-Verteilung

>

p e P
Beta(4; 2)-Verteilung Beta(4; 9)-Verteilung

o

- P : P
Beta(3; 12)-Verteilung Beta(5; 5)-Verteilung

C

p : P
Beta(%; 1)-Verteilung Beta(1; })-Verteilung

Abbildung 2.17: Einige Beta(a; b)-Verteilungen.
Die Beta(1; 1)-Verteilung ist die Gleichverteilung. Die an der Senkrechten im

Punkt 0.5 gespiegelte Dichte einer Beta(a; b)-Verteilung ist die Beta(b;a)-
Verteilung.
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Jetzt Satz von DBayes anwenden: Posteriori nach einer Beobachtung
berechnen.

19:1:@-(1 . 19)1_37@' . 79&_1<1 B ﬁ)b—l
Norm. - B(a, b)
NormTerung
o 9utaTlL (1 — )b Ty (9)

= 9 (1= 9)"" - Ty (9)

m(0lzi) =

) I[O;l} (79)

Posteriori ist also wieder eine Betaverteilung, nun mit den Parametern

d=a+x; und bV =b—a;+1=>b+(1—ux;).
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Start z.B. mit a¥ =1, bV = 1;

U
Gleichverteilung (als Nichtwissen verkaufbar?)

r1 = 1| beobachtet = aV =aV +1=2, bV =p0 10 =1

Beta(2,1)-Verteilung

m(0 | @1) o< D)D)
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Jetzt weiteres Experiment:

(neue) Priori (alte Posteriori) Beta(2,1) Verteilung
neue Stichprobe s

neue Posteriori: Beta(aValt + x;, bV + (1 — x;)) — Beta(a'?, b?)

2By =0—-a?=24+0=2, 0% =141-0=2

mo(dl(1, 2y)) = L =)0 (A=9) 9 -

fiir o € [0;1]

Norm. Norm. Norm.

VRN
l m(0]2) = mo(1]z) = 0

/
II \
7/ \\



Weitere Beobachtung

5173:1

neue Posteriori: ’Beta(a(2> + 2, b + (1 —x;))

a¥ =241, b¥ =p, =2

m3(0|(21, 22, 73) ) o< V(1 — ) Ty (9) = 9 — 0Ty (0)

ZC4:12

T (V|(x1, 9, X3, m)l) X 193(1 — ?9)1

319
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Allgemein gilt bei n unabhangigen Wiederholungen:

Die Posteriori 7, (9| (1, ..., x,)) ist eine
( + Z 2 b 4 — Z :1:@> Verteilung. (3.7)
1=1

Man kann zeigen: Dasselbe Ergebnis erhalt man, wenn man z, ..., r,, aut
einmal verarbeitet.
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In diesem Beispiel gilt fiir die posteriori-pradiktive Verteilung
P<Xn—|—1 = 1‘X1 — L1y ... ,Xn = Zl?n)
= E(m,(V|x1,...,2,))

n
a + E €T,
1=1

a+b+n




322

Fiir die Gleichverteilung (vgl. oben) als Ausgangspriori ergibt sich wegen
a? = pl0) =1
P<Xn+1 — 1‘Xn — Lpy ... ,X1 — .271)

(in)Jrl

1=1

n + 2

& n
d damit im Spezialtall ;==
und damit im Spezialfa Z$ ;

1=1
P<Xn—|—1 — 1‘Xn:£13n,...,X1 :.fl)
n
_ 7 ! 1
—/n n T o
;)5
(2+ + 2+
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unabhénging vom Stichprobenumfang n; die Anzahl an Beobachtungen
beeinflusst hier nicht das Wettverhalten aut das nachste Ereignis. — Man
setzt also, unabhénging von der Menge an Stichprobenbeobachtungen (ob
0, 10, 100, oder 10000), stets % als Wahrscheinlichkeit an.

Dies mag sinnvoll sein, wenn man sich auf eine einzige Zahl festlegen
muss — auf welche sonst, zumal wenn man die Symmetrie zwischen den
Beobachtungen 0 und 1 beriicksichtigt.

Laflt man Unentschlossenheit /Indifferenz im Weltverhalten zu, so wird
man bei kleinem n einen grofien Indifferenzbereich haben; bei sehr grofien
n hingegen verschwindet dieser Bereich (fast vollig).

Eine geeignete Formalisierung ist durch Priori-Credalmengen moglich.
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Bem. 3.10 (Zur Kritik des Ansatzes, Priori-Credal-Mengen)

Natiirlich hiangt (3.7) neben den Stichprobenergebnis auch noch von a'”
und 5% entscheidend ab.

+ ., Vorwissen kommt mit herein”

- Aber: Wann hat man schon so prézises Vorwissen und braucht dann
noch eine Stichprobe?

- Was tut man bei Nichtwissen”
Die Gleichverteilung ist als Modell fiir Nichtwissen nicht
unproblematisch. (vgl. auch Kritik Laplace-Regel) Man hat dann
also , keine Information® iiber ¢/, aber eine informative Priori z.B. iiber
eine bijektive Transformation von 1.
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e Modellierung von partiellem Vorwissen und Nichtwissen durch
Credalmengen:

* Lasse a und/oder b in Bereich variieren und betrachte die (konvexe
Hiille aller) entstehenden Verteilungen als Priori-Credalmenge.
(,robuste Bayes-Analyse”)

x Idee: Fast ,,volliges Nichtwissen®, alle moglichen Werte von a und b
— ., Near 1gnorance prior-;
in anderer Parametrisierung besser darstellbar, siche Bem. 3.17
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b) Konjugiertheit: Definition und klassische Ergebnisse

Def. 3.11 (Konjugiertheit)

Eine Verteilungstamilie 1T von Priori-Verteilungen heifit zu einer Menge P
von Stichprobenverteilungen konjugiert, wenn fiir jede Priori 7(+) € IT und
jedes P(-) € P die zugehorige Posteriori-Verteilung wieder ein Element von
[T ist. Man sagt dann auch, dass jedes Element 7(-) € IT zu P konjugiert
15t.

Bem. 3.12 (Konjugiertheit und Suffizienz)

Seien 11 und P konjugiert. Beschreibt man die Elemente von P mit einer
suffizienten Statistik T" (vgl. Prop. 3.7), so bleibt die Posteriori-Verteilung
von ¥ gegeben ¢ in 11.
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Proposition 3.13 (Beispiele fiir Konjugiertheit: Beta-
Binomial /Dirichlet-Multinomial-Modell /Gamma-Poisson-
Modell, Selbstkonjugiertheit der Normalverteilung)

a) Die Menge der Betaverteilungen als Priori ist zur Menge der
Bernoulliverteilungen konjugiert (vgl. Bsp. 3.9).
Allge_r)neiner oilt: B
Ist X = (Xi,...,X;) eine Stichprobe eines zum Parameter v =

(91, ..., ¥) multinomial-verteilten Untersuchungsmerkmals, besitzt X
also die Wahrscheinlichkeitstunktion

k
Flz]0) o H ﬁfj
j=1
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und wahlt man die sog. Dirichlet- Verteilung zum Parameter a =
(g, ... o)

k
a—l
=[o
7=1

so ist die Posteriori-Verteilung eine Dirichlet-Verteilung mit dem

Parameter o/ = (, ..., a})", wobei

Oé;-:()éj—l—il?j—l, jZl,...,k.



329

b)Ist X = (Xi,...,X,) eine iid. Stichprobe eines zum Parameter

A Poisson verteilten Untersuchungsmerkmals, besitzt X also die
Wahrscheinlichkeitsfunktion
\ )\Z?ﬂ Li )
TIN) = e
HalA) xlxo! .. x,! ’
und wahlt man als Priori-Verteilung eine Gamma-Verteilung mit
Parametern a und b, d.h. eine Verteilung mit der Dichte
ba,
7(\) = N1 =bA 3.8
( ) F(CL) Y ( )
—~~
Norm.konst.

so ist die Posteriori-Verteilung eine Gamma-Verteilung mit den
Parametern

n
a—|—ZZC7; und b+ n.

1=1
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Bsp. 3.14 (Normalverteilung)

Ist X = (X1, ...,X,) eine i.i.d. Stichprobe eines mit den Parametern u
und o2 normalverteilten Untersuchungsmerkmals, so gilt:

(i) Ist 0° bekannt und wihlt man als priori Verteilung fiir p eine
Normalverteilung mit den Parametern v und p?, so ist die a posteriori
Verteilung 7(u|Z) eine Normalverteilung mit den Parametern v/ und p?
mit

Tp-+ V—
V= o (3.9)
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und

(3.10)
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(ii) Ist p bekannt, aber o unbekannt, so erhilt man die konjugierte
Verteilung, indem man % als gammaverteilt annimmt. Man sagt dann,

o’ sel invers gammaverteilt.

Wie findet man solche konjugierten Paare?
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Satz 3.15 (Zur Konjugiertheit in Exponentialfamilien)

Hat in der Situation von Def. 3.4 jedes Element der Menge P der
Stichprobenverteilungen eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(x|?¥) der Form
Flal9) o h(9) exp(T(z) - b(9) (3.11)

und jedes Element der Menge 11, aus der die Priori-Verteilung stammt,
eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion der Form

w(9) o [A(D)] exp(b(0) - B). (312
so sind II und ‘P konjugiert. Es gilt dann
7(9]z) oc [A(I)]* - exp((T(x) + B) - b(¥)). (3.13)
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Bewels:

(3.13) ergibt sich unmittelbar durch Anwenden der Formel fiir die
Posteriori-Verteilung auf (3.11) und (3.12). Dann ist (3.13) mit o' := a+1
und 5" := + T'(x) von der Form (3.12), also sind tatséchlich IT und P

konjugiert.
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Bem. 3.16 (zu Satz 3.15)

e Der Satz kann also direkt zur Konstruktion geeigneter,
konjugierter Priori-Verteilungen verwendet werden, indem man die

Stichprobenverteilung in die Form (3.11) bringt und dann eine Priori
gemif (3.12) wihlt.

e (1)) spielte in (3.11) und in (3.12) eine ganz unterschiedliche Rolle:
[n (3.11) ist b(¥}) der natiirliche Parameter der Exponentialfamilie, aus
der die Likelihood / Stichprobenverteilung stammt.
In (3.12) hingegen ist b(v}) die suffiziente Statistik fiir den natiirlichen
Parameter § der Exponentialfamilie, aus der die Priori stammt. (Bei
der Priori ist ja der Wert von 1 , zufallig”.)

e Ahnliches gilt fiir h(1)).
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c) Konjugiertheit und verallgemeinerte Bayes-Inferenz
Bem. 3.17 (Eine alternative Darstellung von Satz 3.15)

Eine zum Nachweis meist umstandlichere, aber fiir die Interpretation oft
anschaulichere und fiir die Verallgemeinerung besser geeignete, alternative
Darstellung von Satz 3.15 lautetet:

Hat in der Situation von Def. 3.4 jedes Element der Menge P der
Stichprobenverteilungen eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(x|9) der Form
F(z]) o exp (zp(w@ . d(z?)) (3.14)
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und jedes Element der Menge 11, aus der die Priori-Verteilung stammt,
eine Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion der Form

7(9) o exp (n<0> (w(my@ - d(ﬁ))) (3.15)
so sind IT und P konjugiert. Es gilt dann
(x]9) oc exp (n<1> (w(ﬁ)y(l) ~ d(ﬁ))) (3.16)
mit
nt =n" £ n (3.17)
e Oy 4 7(z)
1y _ "y + 7T |
Y O pr— (3.18)

y(o) ist typischerweise ein Lageparameter, n® kann man als virtuelle
Beobachtungen interpretieren, auf denen das Priori-Wissen beruht.
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Mit 7(Z) = %T(f) [a8t sich die Aufdatierung des Parameters schreiben als

mn n

also als gewichtetes Mittel der Priori-Vermutung und  des
Stichprobenmittels.

(1) —

Y



339
Beispielsweise ist dann die Beta-priori aus Abschnitt 3.4.2
m(¥) oc 971 — )" g (9)
= 0" (1= ) iy (0)
mit (festem) n(¥ > 0 und (festem) ¥ € (0;1). y'¥ ist dann genau der

Erwartungswert der Priori; ferner gilt fiir die priori-pradiktive Verteilung
der nachsten austauschbaren Beobachtung X,,..:

P(Xneu — 1) — ?J(O)
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Bem. 3.18 (Robuste Bayes-Analyse in konjugierten Modellen)

e Die Darstellung in Bem. 3.17 ermoglicht eine elegante robuste Bayes-
Analyse. Priori-Credalmengen erzeugt man durch intervallwertige
Priori-Parameter: "

[g(o), g(o)} typischerweise intervallwertiger Priori-Mittelwert bzw.
bzw. Lageparameter

und /oder

[Q(O), ﬁ(o)] intervallwertige virtuelle Beobachtungen, auf denen das
Priori-Wissen beruht

BWalley (1991/1996): Binomial-/Multinomialmodell. Quaeghebeur & deCooman(2005): Exponentialfamilien mit
festem n(?); n(0 zusitzlich variabel. Walter & Augustin (2009)
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Lasst man g(o) und ¢'¥ gegen die Grenzen des zuldssigen Priori-
Parameterbereichs gehen, so erhélt man sogenannte ,,near ignorance “-

Modelle.

Beispielsweise gilt dann fiir die priori-pradiktive Verteilung
P(X=1)= [l(lm y, hm y] = [0;1]
Y
und analog fiir P(X = 0), was Nlchtvvlssen tiber ¥ deutlich ausdriickt.
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e [iir die posteriori-pradiktive Verteilung ergibt sich mit festem ,,Priori-
Gewichts-Parameter” nl” nach n Beobachtungen 1, . .. z,;:

P(Xneu — 1|X1 — T, .. .,Xn — an>
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Die Breite

(0

nV) +n

des Intervalls, nimmt in n monoton ab: Fiir kleines n sind aus
Nichtwissen nur schwache Folgerungen ziehbar; fiir grofleres n wird
man praziser.

Beachte, dies ist kein Konfidenzintervall, sondern eine . intervallwertige
Punktschatzung“!  Die  entsprechende  Verallgemeinerung  aut
mehrkategoriale Beobachtungen ist das sog. Imprecise-Dirichlet-
Model (IDM, Walley (1996, J. Royal Statistical Society B)). Es gilt
als Grundlage vieler weiterfiihrender Anwendungen. Man kann zeigen:
Die Priori- und Posteriori-Verteilungen sind unabhénging von der
Kategorisierung; Zusammenfassen/Prazisieren der Kategorien éndert
die Inferenz nicht (vgl. im Gegensatz dazu die Auseinandersetzung mit
der Laplace-Regel in Kap. 2.3)
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3.1.3 (Reine) Bayes-Punktschitzung

Def. 3.19 (MPD-Schitzung)

Gegeben eine Beobachtung 7 und die Posteriori-Verteilung mit Dichte bzw.
Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 (¢|Z) heifit 9 mit

w(9|7) = nax (9|7

(reiner) Bayes-Schdtzwert oder Mazximum (bzw Highest) Posteriori
Density Schitzwert (MPD- (bzw. HPD-) Schétzwert) oder Posteriori-

Modus-Schiitzwert. Die zugehorige Schitzfunktion 9(X) heift reine
Bayes-Schdtzung oder MPD- (bzw. HPD-) Schétzung bzw. Posteriori-

Modus-Schdtzung.
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Bem. 3.20 (Zur MPD-Schitzung)

a) Ist die Posteriori-Verteilung unimodal, so ist 9 der Modus der Posteriori.

b) Ist der Zustandsraum Obeschrinkt und liegt dem Schéitzproblem als
Priori-Verteilung eine Gleichverteilung zugrunde, so gilt

m(9|%) o< f(Z]Y) - w(¥) = f(Z]9) - Konstante

D.h. der MPD-Schétzer ist dasjenige ¢/, das f(x|¢) maximiert, also der
Maximum-Likelihood-Schatzwert.
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c) Im Falle © = IR™ oder ©® = R gibt es keine Gleichverteilung auf ©,

denn mit
f(x) =c st /0 f(x)dx = /0 cdr = [:C]SO:OO

unabhangig von ¢ > 0.

Man kann aber zeigen, dass viele der zentralen Ergebnisse der Bayes-
Theorie erhalten bleiben, wenn man auch nicht normierbare o-finite Mal3e
als Prioris zu ldsst (z.B. Lebesque Mafl A(+); A(|a,b]) := b— a: ,,improper
priors’ )
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Bsp. 3.21 (Beta-Binomialmodell)

(9w, ..., zp) ist Bla+ > xib+n—> " x;) = B(d, V) -verteilt.
a —1

a’+b’—2als

Hat man bei der Priori a=1=b gewahlt, so ergibt sich mit
Modus der Beta(a',b’)-Verteilung der MPD-Schétzwert

A 1 "o —1 ] —
19: _ ‘l’Z'L:lI _ :—Zgjz-7
1+> 0 i+ 14n—=> " x;—2 ni=

also in der Tat der ML-Schatzwert.
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Bem. 3.22 (Fortsetzung von Beispiel 3.14)

Man betrachte die Bayes-Inferenz fiir den Mittelwert einer
Normalverteilung aus einer i.i.d. Stichprobe. Geht man im Sinne von
Bem. 3.18 zu Priori-Credalmengen iiber, wobei v in einem Intervall
V9 5O und n in [0, 2] variiert, so gilt'

I0Walter& Augustin(2009, Remark 4.1)
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Daraus ergibt sich insbesondere, dass
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pdc misst das Ausmafl des Priori-Daten-Konflikts, also wie weit die

1 n
Stichprobenbeobachtung — Z x; von dem Priori-Mittelwert [2(0)7 D(O)]
n
i=1
entfernt ist. (0, wenn innerhalb des Intervalls, sonst Differenz zur nédchsten
Grenze.)
Damit gilt also:

e Bei  nicht iiberraschenden Beobachtungen®“ist die Posteriori-Unscharte
klein.

e Bei iiberraschenden Beobachtungen®™ hingegen gilt: Die Posteriori-
Unschérfe ist grof3; bei abgeleiteten Folgerungen ist man sehr vorsichtig.
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Quelle: Walter & Augustin (2009, S. 268)

Set of priors: y(o)e [3;4] and n©® e [1;25] Set of posteriors: yme [3.29;4] and ne [11;35]
o _| e |
S | o9
oo o ©°
o | \/ o | N
e -r 1T 1 I I e I I -1 I I I
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Observation T(x) =X =4 withn =10 of posterior HD(0.95) intervals = [2.95;4.59]
Set of priors: y(o)e [3;4] and n®e [1;25] Set of posteriors: yme [4.43;7.64] and ne [11;35]
EER cER
= V = \
- T T 1 T T T T s

0 10

2 4 6 8 0 2 4 6 8 10
Observation T(x) =X =8 withn =10 U of posterior HD(0.95) intervals = [4.1;8.23]



Quelle: Walter & Augustin (2009, S. 268)
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3.1.4 Der Hauptsatz der Bayes-Entscheidungstheorie

Def. 3.23 (Bayes-Analyse mit Verlustfunktion)

Gegeben sel ein datenbasiertes Entscheidungsproblem
(A, 0,1(+)); (X, A, (Py)geo)) und eine Priori-Verteilung «(-) iiber
(9,0(0)).

Fine Aktion a; € A heifit Posteriori- Verlust optimal zur Beobachtung
r € X, wenn gilt

]EW(.M)l(CL;, ) < ]Ew(.ml(a, ) Va € A.

a; ist also sozusagen Bayes-Aktion zur aufdatierten Priori-Verteilung”

m(-|z).
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Analog definiert man eine Posteriori-Nutzen-Optimalitdt.
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2 Arten, Bayes-Entscheidungstheorie zu betreiben

/

datengestiitztes Entscheidungsproblem
+ Priori-Verteilung;
Informationsbeschaffungsexperiment

l

Auswertungsproblem + Priori-
Verteilung
komplexer Aktionenraum: alle

Entscheidungsfunktionen

Bayes-optimale
Entscheidungsfunktion d* : X — A
(— Testfunktion, Schétzfunktion)

|

konkrete Beobachtung x

|

\

Priori- Stichprobenverteilung;

Verteilung Informationsbeschaffungsexperiment
konkrete R

Beobachtung l

Posteriori-Verteilung

Bayes Postulat

Posteriori-Verlust optimale Aktion a,
z.B. reine (optimale) Bayes Schétzung
(o

reiner /optimaler Bayes Test ¢,

Bayes optimale Aktion
a* = d*(z)

, Priori-Risiko® optimale Aktion
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Satz 3.24 (Hauptsatz der Bayes-Entscheidungstheorie)

Gegeben sel ein datengestiitztes Entscheidungsproblem
(A,0,0(+); (X, A, (Py)yeo)), bestehend aus einem  datenfreien
Entscheidungsproblem (A, 0,4(-)) und einer Informationsstruktur
(X, A, (Py)yeo) sowie eine a Priori-Verteilung 7 (+) iiber (0,0 (0)).

Eine Entscheidungsfunktion
d. X — A
r — d(x)
ist genau dann Bayes-optimal im zugehorigen Auswertungsproblem, wenn

fir jedes x € X die zugehorige Aktion d*(x) Posteriori-Verlust optimal
zur Beobachtung x ist.
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Beweis: Fiir den diskreten Fall 7

e Vorneweg eine Hilfsiiberlegung: Suche die Lage des Minimums Zz,,,;,, einer
Funktion f(2) mit 2= (21, ..., z,), wobei f(2) = > " ¢;fi(2), also die
i-te Komponente von z nur im i-ten Summanden auftritt.

1=1

<= fi(z;) — min fiir jedes i unabhéngig von den anderen Summanden.
Zi

e Der Deutlichkeit halber wird wieder eine Hilfsvariable U eingefiihrt und
Py({X = z}) wird als P({X = z}|{U = ¢}) geschrieben.

fiir den allgemeinen Fall: siche z.B. Riiger (1999, S. 283f.)
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Angewendet auf Entscheidungsprobleme mit der Posteriori 7(d|x)
ergibt sich mit dieser Notation

POX = 20U = ¥}) - 7(V)
m(d|x) = . (3.20)
o PX =1}
Betrachte Entscheidungsfunktion d(-) im Auswertungsproblem:
R(Cl 19) ]EPﬁ(K(d( ) ?9)
also hier R Z /(d - Py({X = x}).

reX
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Die optimale Entscheidungsfunktion zur Priori 7(-) minimiert unter

allen d
E,(R(d,1)),

10st also

S‘(S‘z . Py( {X@)) m(1) — min

YeO \reX




<

Wegen (3.20) (

:Zizl
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PUX = a}|U =) (@) — min
— r(dlo)P({X=x})

mx)). PUX =2}) —min

d

/ —=c¢;; priori-pradiktiv, marginal

éfz'(Z’z')

e Wegen der Hilfsiiberlegung ist dies éiquivalent dazu, fiir jedes feste x

Zl m(J|x)

separat zu minimieren nach a := d(z) fiir festes x.
Dies liefert jeweils genau die Posteriori-Verlust optimale Aktion, also
die Bayes-Aktion zur Posteriori als neuer Priori.
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Satz 3.25 (Bestimmung von Bayes-optimalen
Entscheidungsfunktionen, z.B. Riiger (1999, Satz 2.20))

Gegeben sel das Schétzproblem als datengestiitztes Entscheidungsproblem
gemifl Kapitel 1.5 sowie eine Priori-Verteilung 7(-).
Dann gilt:

i) Wahlt man die absolute bzw. quadratische Verlustfunktion, so gilt fiir
die Bayes-optimale Entscheidungsfunktion d;, () bzw. dabs( ):

i) Fir jedes z ist d,,4(-) genau der Erwartungswert und d;

Median der Posteriori-Verteilung 7 (d|x).

(+) der

abs
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iii) Die HPD-Schétzung (Modus) ergibt sich nédherungsweise fiir kleine
e, wenn man die sogenannte Toleranzverlustfunktion zum Grade €
verwendet:

N I 1 T
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3.1.5 Zum Einfluss der Priori-Verteilung; ,,Asymptotische
Objektivitiat®, wuninformative Prioris und ihr
Informationsgehalt

Satz 3.26 (,,Asymptotische Objektivitit von  Bayes-
Verfahren*, ,,Konsistenzsatz*)

Sei © = {¥,...,9,} ein endlicher Parameterraum und X =
(X1,...,X,) eine i.i.d. Stichprobe eines beliebig verteilten (reellwertigen)
Untersuchungsmerkmals mit Dichten f(x;|wanr), Qwanr € ©.

Sei (1)) die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Priori-Verteilung auf © mit
m(¥) > 0 fiir alle ©9. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der nach
n Beobachtungen gebildeten Posteriori-Verteilung m, (1| x)

1 falls © = ﬁwahr
0 falls ¥ = U ypanr

5, TolOe) =



365
Korollar 3.27 (Konsistenzsatz fiir Credal-Bayes-Verfahren)

In der Situation von Satz 3.26 gilt:
[st M eine Priori-Credalmenge mit «(-) > 0,Vr € M, so zieht sich die

nach n Beobachtungen gebildete Posteriori-Credalmenge M|(Z) 1m Punkt
P papyr ZUSAINMNEN:

lim inf  7w(J|x)

=00\ (- |z)em

| 1 faHS 19 — ﬁwa r
= lim sup  7(U]z) | = {O falls . h

_> n
T \aleyem
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Bem. 3.28 (,,Nichtinformative* Priori-Verteilung)

e Fis gibt wverschiedene Versuche, ahnlich der Laplace-Regel.
Jhichtinformative™ Priori-Verteilungen zu definieren und diese dann
als Standardbewertungen heranzuziehen.

x z.B. die Gleichverteilung, diese ist aber nicht invariant gegeniiber
Transformationen des Parameters. Man hat dann also , keine
Information™ tiiber ¢, aber eine informative Priori z.B. iiber eine
bijektive Transtormation von .

x z.B. Verteilungen, die invariant beziiglich bijektiver Transformationen
des Parameters sind (Jeffrey-Regel).

x z.B. Verteilungen, die die Entropie maximieren (Jaynes-Regel)
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Bem. 3.29 (Erneute kritische Diskussion des Bayes-Ansatzes)



